微分 方程 


微分 方程 是 为 了 研究 物理 、 天 文中 出 现 的 问题 而 自然 出 现 的 。 最 初 的 问题 与 弹性 有 关 ， 
主要 是 ( 垂直、 水平 ) 梁 在 外 加 负荷 下 的 形状 的 改变 ( 被 徊 利 略 所 研究 )， 在 弹性 的 研究 中 
中 一 个 重要 的 物理 定律 是 虎 克 定 律 .后 来 人 们 研究 悬 链 线 的 形状 、 玫 的 震动 、 悬 链 的 摆动 、 
单 摆 的 运动 等 

摆 的 问题 特别 引起 人 们 的 兴趣 ， 因 为 通过 摆 的 周期 与 重力 加 速度 的 关系 可 以 推断 地 球 是 
否 为 扇 的 . 牛顿 就 通过 不 同 地 点 的 摆 的 周期 的 变化 推断 出 地 球 的 赤道 半径 比 极 半径 多 1/230 
( 比 现在 的 结果 多 了 3096 )， 后 来 有 的 家 庭 和 探险 队 进 行 实地 测量 ( 赤道 与 极地 附近 1? 弹 
度 和 经 度 对 应 的 地 面 路 程 )， 结 果 都 没有 牛顿 的 理论 推导 的 结果 好 ， 有 的 测量 结果 甚至 说 地 
于 是 尖 的 .至 于 地 球 是 否 为 酉 球 ( 如 果 是 精 球 ， 应 当 是 是 哪 一 种 模 球 ) 都 没有 结论 .地 球形 
状 的 重要 性 不 仅 在 于 此 问题 的 本 身 ， 它 还 密切 地 联系 着 万 有 引力 定律 ， 单 摆 导 臻 油分 方程 
招 十 ?sinb = 0( 其 中 0 为 扬 角 ，t 为 时 间 ， 9 为 重力 加 速度 ， 1 为 扬长) ， 但 是 18 世 
纪 的 分 析 学 解 不 了 这 个 方程 。 惠 更 斯 (Huygens)(1629-1695) 引进 了 摆 线 ， 在 几何 上 解决 
了 这 个 问题 . 另 一 个 备 受 人 们 关注 的 课题 是 天 文学 ， 主 要 是 行星 绕 日 运行 (二 体 问题 ) 与 月 
妹 在 地 球 与 太阳 的 引力 下 的 运动 ( 三 体 问题 )， 月 球 的 运动 对 于 航海 (当时 船舶 的 所 处 的 位 
置 的 经 度 要 靠 月 亮 的 方位 决定 ) 


一 ， 常 微分 方程 


人 们 首先 遇 到 的 是 常 微 分 方程 ， 后 来 的 偏 微分 方程 以 至 微分 几何 和 变 分 法 都 对 于 常 微 分 
方程 提出 了 新 的 课题 ， 促 进 常 微分 方程 的 发 展 . 


1. 一 阶 常 微 分 方程 . 大 伯 努 利 是 求解 常 微 分 方程 的 先驱 者 之 一 。 1690 年 他 解决 了 车 
时 问题 ， 此 问题 是 ; 求 一 条 曲线 ， 使 得 质点 在 重力 作用 下 从 曲线 上 的 任 一 点 出 发 沿 曲线 下 
滑 到 达 底 部 的 时 间 与 起 点 的 位 置 无 关 。 他 列 出 了 一 个 简单 的 曲线 的 Z 、 % 坐标 满足 的 一 阶 
微分 方程 ， 解 得 该 曲线 为 摆 线 的 半 支 (旋转 90*) . 他 提出 悬 链 线 问题 . 伽利略 曾 猜 想 悬 链 
线 应 当 抛物 线 ， 事 实 上 如 果 水 平 线 密度 均匀 时 才 是 抛物 线 ， 但 野 链 线 的 密度 是 假定 为 相对 于 
线 的 长 度 均匀 的 . 小 伯 努 利 在 次 年 ( 象 今天 的 力学 中 所 讲 的 一 样 ) 列 出 了 悬 链 线 满足 的 微分 
方程 并 求 出 了 悬 链 线 方程 ( 莱 布 尼 兹 用 微 积分 也 得 到 了 同样 的 结果 )。 他 为 自己 强 于 哥哥 而 
感到 喝 大 的 骄傲 。 1691 至 1692 年 间 伯 努 利 兄弟 推广 了 是 链 线 问题 ， 解 决 了 非 均 匀 密 度 的 
无 弹性 软 绳 、 等 厚度 的 弹性 绳 、 各 点 所 受 的 力 都 指向 同一 点 的 绳 在 悬挂 时 的 形状 问题 . 小 伯 
努 利 还 解决 了 非 均 匀 密 度 的 无 弹性 软 绳 情形 的 反问 题 , 即 由 悬 链 线 的 形状 求 线 的 密度 . 大 伯 
努 利 证 明了 一 个 重要 的 结果 : 在 两 端 固定 的 定 长 的 所 有 曲线 中 蕙 链 线 的 重心 最 低 。 

莱 布 尼 兹 和 小 伯 努 利 在 1694 年 提出 等 交 盟 线 问题 , 即 对 于 给 定 的 一 族 曲线 , 求 与 该 曲 
线 族 的 每 条 曲线 都 交 出 相同 角度 的 曲线 。 如果 规定 角度 为 直角 ,就 与 光 在 非 均匀 介质 中 的 传 
播 密切 相关 ( 此 时 所 求 的 曲线 称 为 正 交 轨 线 )。 大 伯 努 利 的 学 生 幸 尔 曼 (Hermann)(1678- 
1773) 在 1717 年 给 出 了 一 个 法 则 ， 曲 线 族 严 (Z; y, c) = 0(c 为 参数 ) 的 正 交 轨 线 满足 微 
分 方程 玉 dz = 已 dy ( 莱 布 尼 效 就 有 这 个 想法 ). 

小 伯 努 利 后 来 解 奖 了 抛射 体 在 阻力 正比 于 速度 的 任 一 方 寡 的 介质 中 的 运动 问题 . 

18 世纪 已 经 有 了 恰当 微分 方程 的 概念 ， 即 方程 M(z,y)dz + V(z,y)dy = 0 中 的 
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M(z;y) 和 N(z,g) 满足 到 = 咒 .恰当 方程 总 是 可 以 用 积分 求解 的 当时 也 已 经 知 
道 ， 如 果 一 个 方程 不 是 恰当 的 ， 常 常 可 以 乘 上 一 个 积分 因子 使 之 变 为 恰当 方程 

通常 一 个 微分 方程 有 依赖 于 参数 的 许多 解 ， 叫 作 通 解 ， 泰勒 发 现 有 的 方程 除 通 解 之 外 还 
有 解 ， 称 为 奇 解 . 克 莱 罗 (Clairaut)(1713-1765) 、 欧 拉 、 达 朗 贝 尔 、 拉 格 朗 日 都 研究 过 
奇 解 。 拉 格 朗 日 说 明了 :， 从 几何 上 看 ， 奇 解 是 通 解 的 包 络 . 

上 面 说 到 的 都 是 一 阶 常 微分 方程 


2. 二 阶 以 上 的 常 微分 方程 . 二 阶 方程 最 早出 现 于 大 伯 努 利 对 于 船 帆 在 风力 作用 下 的 形状 
问题 ， 其 方程 是 4 一 ( 开 )3(s 为 弧 长 ) 小 伯 努 利 证 明了 此 问题 与 悬 链 线 问题 在 数学 上 是 
相同 的 . 后 来 在 对 于 两 端 固定 的 弦 在 震动 过 程 中 的 形状 的 研究 中 也 出 现 了 二 阶 方 程 ， 得 到 的 
解 是 正弦 曲 线 ， 摆 (包括 在 阻尼 介质 中 运动 的 摆 )、 一 端 固定 的 细 强 的 震动 、 纵 波 的 传播 等 
都 遵从 二 阶 方程 

黎 卡 提 方 程 欠 = ao(Z) 十 ai(z)y 十 az(z7)9” 是 一 阶 非 线性 微分 方程 ， 可 以 用 来 将 二 阶 
方程 化 为 一 阶 方程 

小 伯 努 利 研究 一 端 固定 的 弹性 横梁 的 横向 位 移 问题 导致 4 阶 常 系数 线性 微分 方程 . 欧 
拉 研 究 了 一 般 的 常 系数 齐 次 高 阶 线性 微分 方程 。 他 用 指数 变换 得 到 特征 方程 ， 从 而 完整 地 
解决 了 这 种 方程 (共有 阶 数 多 个 彼此 无 关 的 通 解 ), 接着 欧 拉 又 对 于 非 齐 次 高 阶 常 系数 线性 
微分 方程 通过 两 端 乘 以 指数 函数 ez 来 降低 方程 的 阶 数 ， 归 纳 地 解 出 了 这 种 方程 

拉 格 朗 日 向 变 系 数 线性 微分 方程 近 出 了 第 一 步 。 他 用 乘 以 待定 函数 的 方法 降低 方程 的 
阶 (得 到 的 关于 待定 函数 的 方程 后 来 被 称 作 原 方程 的 伴随 方程 )， 后 来 勒 让 德 创造 了 常数 变 
异 法 . 

多 个 微分 方程 联 立 就 是 微分 方程 组 。 三 体 问题 乃至 风 体 问题 导致 的 微分 方程 组 是 不 
能 精确 解 出 来 的 。 研 究 这 种 方程 组 有 两 个 方向 ， 一 是 求 近似 解 ， 二 是 探求 某 些 这 种 运动 的 定 
理 , 例如 牛顿 在 他 的 《原理 》 中 证 明了 了 7m 体质 量 中 心 在 一 条 直线 上 作 匀 速 运动 . 三 体 问题 
有 一 些 精确 的 结果 ， 应 当归 功 于 勒 让 德 ， 他 是 天 体力 学 大 师 之 一 .他 得 到 了 三 体 运动 的 初始 
条 件 非常 特殊 时 ( 例如 三 体 的 初始 位 置 是 等 边 三 角形 的 三 个 顶点 或 共 线 的 三 点 ) 的 精确 解 . 
近似 计算 就 是 要 计算 摄 动 (偏离 圆锥 曲线 的 运动 )， 在 这 方面 做 出 最 大 贡献 的 是 拉 普 拉 斯. 


3. 特殊 函数 . 在 很 多 场合 微分 方程 的 解 无 法 用 初等 函数 表达 ,这 时 级 数 就 成 了 最 有 力 的 
工具 . 牛顿 甚至 用 级 数 解 一 阶 微分 方程 (例如 7 =2 二 3z 一 2y 十 22 十 Z27 ). 级 数 解 的 一 
个 重要 产物 是 造就 了 一 系列 的 特殊 画 数 ， 它 们 看 起 来 要 比 通常 的 初等 函数 复杂 ,但 是 同样 有 
很 多 好 的 性 质 以 及 广泛 的 应 用 . 从 微分 方程 的 角度 看 ,初等 函数 满足 的 微分 方程 是 一 阶 的 ， 
而 特殊 画 数 满足 方程 是 二 阶 的 . 这 些 函 数 可 以 看 作 是 初等 函数 的 拓宽 , 扩大 了 经 常用 到 的 画 
数 的 范围 。 一 类 常见 的 特殊 函数 包括 贝 塞 尔 函 数 、 诺 伊 曼 (Newmann)j(1832-1925) 函数 
、 汉 克 尔 (Hankel)(1839-1873) 函数 ( 分 别称 为 第 一 、 二 、 三 类 柱 函数 )， 他 们 都 是 贝 塞 尔 
方程 


2Z2 几 十 2 十 (22 一 02)y =0 


的 解 (该 方程 早先 曾 被 小 伯 努 利 的 两 个 儿子 和 欧 拉 (在 研究 荐 膜 震动 时 ) 研究 过 ， 但 系统 的 
研究 是 贝 塞 尔 在 研究 行星 运动 时 所 作 的 )， 其 中 见 是 复 参 数 ， 对 于 给 定 的 参数  ， 贝 守 尔 


殉 2 4 


和 2 2 
人 
2 ZTCTT 到 -20TTO 二 可 四 


其 中 区 =  Z2 re ?dz 为 ( 欧 拉 引入 的 ) 工 函数 ， 当 7 不 是 整数 时 ， 贝 塞 尔 方程 的 
基础 解 为 加 (Z) 和 .]_n(z) . 但 是 当 兄 是 整数 时 ， 败 (Z) 和 .]_n(z) 线性 相关 ， 诺 伊 曼 函 
数 


和 (二 二 风 Sin tr 
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就 是 贝 塞 尔 方程 的 另 一 个 基础 解 . 汉 克 尔 函数 有 两 种 ， 媚 风 (z) 和 媚 刀 (z) ， 都 是 矿 (Z) 


万 t(z) = 帮 (z) 十 ia(z)， 万 BC(z) = 帮 (Z) 一 in(z)， 
它们 在 应 用 上 更 方便 。 另 一 类 特殊 函数 是 所 谓 “ 球 函数 ”>， 它 们 是 微分 方程 
(一 z 风 一 2zyY 二 n+1)y=0 


的 解 。 勒 让 德 和 海 涅 给 出 了 两 类 球 函 数 ( 勒 让 德 的 解 是 具有 “ 正 交 性 质 ” 的 多 项 式 )、 由 欧 
拉 发 现 、 高 斯 详细 研究 的 超 几何 级 数 严 (a, B, 7y; Z) 是 方程 


zz 一 IUD +-(a+6+lDz)y 一 aby=0 


的 解 . 这 种 级 数 包括 了 当时 所 知道 的 几乎 所 有 的 初等 数 和 特殊 函数 .1839 年 拉 梅 (Lamg) 
(1795-1870) 引入 了 椭 球 调和 函数 ， 它 是 微分 方程 


d 厂 (0) 
d02 


+p(202 一 天 -本 于 鸯 +((2+2)p-nn+Dp)E(p) = 


2 7127/ 2 12 
(O 一 疡 )O 一 太 ) 有 
的 解 (其 中 邮 2，12 是 参数 ， D, 风 是 常数 )， 柳 维尔 (Liouville)(1809-1882) 和 海 滥 给 
了 此 方程 的 另 一 个 解 ， 称 为 第 二 类 拉 梅 函数 。 后 来 还 有 马 蒂 厄 (Mathieu)(1836-1890) 的 
椭圆 柱 函 数 、 韦 伯 (Weber)(1842-1913) 的 抛物 柱 函 数 等 等 。 后 来 有 若干 专著 论述 这 些 函 
数 . 


4.， 满足 边界 条 件 的 二 次 常 微分 方程 . 斯 图 姆 (Sturm)(1803-1855) 和 柳 维 尔 建立 了 满 
足 边界 条 件 的 二 阶 常 微分 方程 一 般 理论 .他 们 证 明了 满足 一 定 边 界 条 件 的 齐 次 微分 方程 
ZW 上 +Mziy +AVziy=0 


(其 中 了 (Z)，M(zZ)，N(z) 是 2Z 的 连续 函数 ， 入 是 参数 ) 在 入 取 大 正 数 Xn 时 有 解 ， 这 
些 解 具有 某 种 正 交 性 质 ， 它 们 组 成 的 级 数 可 以 表示 所 有 具有 较 好 性 质 的 满足 边界 条 件 的 函 
数 (类 似 于 傅立叶 展开 时 的 三 角 函 数 )。 


5. 存在 唯一 性 定理 . 19 世纪 的 数学 家 们 发 现 大 量 的 微分 方程 无 法 求解 ， 于 是 开始 考虑 
给 定 初 始 和 边界 条 件 的 微分 方程 的 解 是 否 存在 的 问题 . 最 主要 的 结果 是 由 哥 西 证 明 的 定理 ， 
即 如 果 J 帮 09) 和 轧 (z;,9g) 在 包含 某 点 (2o, yo) 的 一 个 邻 域 (矩形 区 域 ) 内 是 实 连 续 函 数 ， 
则 W = jz,y) 有 满足 V(Zo) = 2%o 的 唯一 解 . 利 普 希 获 (Lipschitz)(1832-1903) 将 哥 西 
的 条 件 “ 方 (z,V) 连续 ”减弱 为 | jz 拉 ) - 帮 zo)| < 天 位 一 略 | (到 为 某 常 数 ). 哥 
西 又 给 出 了 判别 W = jz;,y) 有 解 的 第 二 个 方法 ， 即 优势 函数 ( 亦 称 控制 函数 ) 法 .用 此 
方法 可 以 证 明 : 若 帮 z;y) 在 点 己 = (Zo; yo) 的 一 个 邻 域内 解析 ( 即 可 以 展 成 震级 数 )， 则 
此 方程 有 满足 V(Zo) = Wo 的 唯一 解 . 哥 西 又 将 存在 唯一 性 的 第 二 个 方法 推广 到 一 阶 常 微分 
方程 组 多 = 大 (Z0 加) (一 1)2 7 


6， 自 守 函 数 ， 一 个 常 微分 方程 yo + pi(z)yn- 9 十 pn(Z) = 0 如 果 某 些 Pi(Z) 有 
极点 ， 黎 曼 和 福克斯 (Fuchs)(1833-1902) 发 现 它 的 ( 复 函 数 ) 解 不 唯一 . 当 解 9 = V(z) 
的 自 变 量 z 在 系数 的 极点 附近 环绕 时 ， 解 函数 要 改变 为 见 个 特 解 得 线性 组 合 ， 这些 线性 
组 合 的 系数 构成 的 见 阶 矩 阵 的 全 体 组 成 一 个 群 ， 称 为 此 方程 的 单 值 群 。 庞 卡 莱 和 克 莱 因 
(Klein)(1849-1925) 特别 研究 了 超 几 何方 程 罗 (2) 十 pi(z)7(z) 十 pa(z) = 0 (其 中 系数 
Di(z) 和 pa(2z) 为 2 的 有 理 分 式 )， ee Q 、、7 为 实数 
时 ， 此 方程 的 任 二 特 解 的 商 6(z) 一 允 导 ( 它 满足 一 个 三 阶 微分 方程 ) 将 复 上 半 平 面 单 值 地 


不 古训。 6G(z) 的 反 函 数 z = 2z(G) 就 是 所 谓 的 “ 自 守 函 
数 *， 此 函数 在 超 几 何方 程 的 单 值 群 的 作用 下 不 变 ( 即 对 于 单 值 群 中 的 符 阵 (是 行列 式 的 绝 
对 值 为 1 的 实 二 阶 和 矩阵 ) 
0 
C Q 


有 z[ 吧 直 }=- z(G) )， 自 守 函 数 已 经 推广 为 在 一 般 的 所 谓 “ 福 克 斯 群 ” (粗略 地 说 ， 二 阶 
实 特殊 线性 群 的 离散 子 群 ) 所 用 下 不 变 的 函数 ,注意 ， 周 期 函数 以 及 棵 圆 函数 都 是 在 特殊 的 
群 (整数 加 法 群 和 以 及 两 个 整数 加 法 群 的 直 和 ) 作用 下 不 变 的 函数 ， 所 以 自 守 函 数 是 周期 函 
数 以 及 顶 圆 函数 的 本 质 性 的 推广 庞 卡 莱 进 一 步 将 福克斯 群 推广 到 复数 域 ， 引 入 所 谓 “ 克 莱 
茵 群 *， 再 此 群 作用 下 不 变 的 的 函数 称 为 “ 克 莱 因 函数 "， 自 守 函 数 在 物理 和 数学 的 很 多 分 支 
中 有 广泛 的 应 用 ， 


二 ， 偏 微分 方程 


偏 微分 方程 并 不 是 作为 常 微分 方程 在 逻辑 上 的 推广 而 出 现 的 ， 它 象 常 微分 方程 一 样 ， 完 
全 是 来 自 于 力学 、 物 理 、 天 文 等 方面 的 实际 问题 。 人 们 逐渐 发 现 ， 从 某 些 表 面 上 完全 不 相干 
的 实际 问题 中 抽象 出 来 的 微分 方程 却 基 本 上 一 样 的 ， 例 如 刻画 弦 的 震动 、 声 音 的 传播 、 电 磁 
场 等 的 微分 方程 都 差不多 . 

人 
得 到 一 个 二 阶 常 微分 方程 9 = 一 玉 z; 如 果 考 虑 在 某 一 时 刻 弦 的 形状 ， 也 得 到 一 个 类 似 的 
人 
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的 距离 ， 表示 时 间 ， Y 表示 弱 上 坐标 为 Z 的 点 相对 于 平衡 位 置 的 位 移 ， 及 和 天 是 由 弱 
的 性 质 决定 的 常数 )。 这 是 小 伯 努 利 开 始 的 考虑 .接着 他 同时 考虑 ZX 、Y 、 上 二 之 间 的 关系 ， 
即 视 V 为 Z 和 上 的 函数 ， 就 导致 偏 微分 方程 

2 029 


82 ”8505 

其 中 a 为 常数 .这 就 是 所 谓 “ 一 维 波动 方程 "， 它 的 解 是 寻 的 周期 函数 . 这 里 的 弦 的 两 端 男 
定 ， 但 是 弦 在 初始 时 刻 上 = 0 时 的 形状 对 于 方程 的 解 有 重要 的 影响 . 

关于 弱 的 初始 形状 可 以 是 甚么 样子 发 生 了 长 时 间 的 ( 18 世纪 60 和 “0 年 代 ) 激烈 的 
争论 . 达 妆 贝尔 认为 初始 条 件 V(0, zj) 一 y 仿 2)|=o) = 2) 必须 是 二 次 可 微 的 ， 欧 拉 则 
认为 /AZz) 很 任意 ， 甚 至 可 以 是 不 连续 的 ( 他 的 不 连续 函数 用 现在 的 语言 说 是 指 有 间断 导数 
的 连续 函数 )， 他 意识 到 对 于 “不 连续 ”函数 的 考虑 将 分 析 学 带 入 一 个 全 新 的 领域 。 小 伯 努 
利 的 儿子 丹尼尔 - 伯 努 利 坚持 认为 初始 条 件 一 定 可 以 表 为 


尝 。 也 丰 迷 
jz) = 2 SR 


其 中 an 是 常数 ，! 是 弦 的 长 度 . 欧 拉 反 对 丹尼尔 - 伯 努 利 ， 主 要 原因 是 : 丹尼尔 的 表达 
式 只 能 表示 奇 函 数 . 达 朗 贝尔 也 批评 丹尼尔 ， 他 不 相信 所 有 的 奇 周 期 函数 (即使 足够 多 次 可 
微 ) 都 能 表示 为 伯 努 利 的 形式 。 他 也 反对 欧 拉 的 不 连续 曲线 ( 实际 上 达 朗 贝尔 要 求 FZ) 二 
次 可 微 对 于 解 波动 方程 是 重要 的 ).。 不久， 年 轻 的 尚 不 知名 的 拉 格 朗 日 也 参加 了 争论 ， 他 认 
为 无 需 对 初始 曲线 加 限制 ， 因 为 在 求解 过 程 中 只 用 到 了 积分 . 但 是 他 忽略 了 积分 与 无 穷 求 和 
交换 次 序 时 的 条 件 . 到 了 1779 年 ， 拉 普 拉 斯 也 参加 进来 ， 站 在 达 朗 贝尔 一 边 。 这 场 争 论 的 
中 心 是 三 角 级 数 所 能 表示 的 函数 的 范围 究竟 有 多 大 .这 个 问题 一 直到 傅立叶 的 工作 ( 1822 
年 ) 之 前 一 直 没 有 解决 . 

在 上 面谈 到 的 争论 的 同时 ， 波 动 方程 被 推广 到 复杂 的 情形 ， 这 些 情 形 来 自 对 于 乐器 物理 
结构 的 研究 、 声 音 的 传播 以 及 水 力学 问题 。 1762 年 欧 拉 着 手 研 究 粗细 可 变 的 以 及 密度 不 均 
匀 的 骇 的 振动 问题 ， 这 导致 形 如 


1 罗 的 
c(z)282 72 


的 方程 。 他 说 ， 对 于 一 般 的 c(z) ， 求 此 方程 的 通 解 超出 了 微 积分 的 能 力 .。 他 对 于 特殊 的 质 
量 分 布 的 弦 对 应 的 方程 给 出 了 解答 ， 还 在 粗细 分 别 为 7 和 兄长 度 分 别 为 w 和 ) 的 两 段 纺 
连接 起 来 的 情形 证 明了 震动 频率 应 当 满 足 方程 mtg 绎 十 ntg 沁 = 0 ( 此 方程 的 解 称 为 该 问 
题 的 特征 值 (或 本 征 值 ) 在 偏 微分 方程 中 有 基本 的 重要 性 ) 达 朗 贝尔 也 研究 了 粗细 可 变 的 
弦 的 振动 问题 .他 在 解 上 述 微分 方程 时 使 用 了 分 离 变量 法 ， 即 令 y = 有 ( 妨 9(zZ) ， 代 入 原 方 
程 后 得 到 关于 刀 () 和 9g(z) 的 两 个 二 阶 常 微分 方程 这 种 方法 是 解 偏 微分 方程 的 一 种 基本 
方法 . 
欧 拉 在 1759 年 第 一 个 研究 了 二 维 偏 微分 方程 ， 他 考虑 的 是 鼓 的 震动 ， 方 程 为 
182z _ Dez 8 
co2 6z2 0y2; 
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其 中 (2Z,9) 为 鼓 上 一 点 的 坐标 ， 为 时 间 ， 2z 为 点 (2;,2) 在 时 刻 了 的 垂直 位 移 ， c 为 党 
数 . 首先 他 考虑 的 是 矩形 鼓 ， 然 后 考虑 圆 形 鼓 。 此 时 他 将 上 面 的 方程 化 成 极 坐标 的 形式 ， 得 
到 


10z 0 10z 10z 
co2 8r2 rpr 728042 
他 用 z = ur)sin(wt 十 4)sin(80 十 ) 试 解 ， 得 到 w(7) 满足 的 常 微 分 方程 


工 
必 +zuw 二 (所 一 安 亿 
2 


这 就 是 贝 塞 尔 方程 。 然 后 他 解 出 了 全 部 第 一 类 柱 函 数 . 

1759 年 欧 拉 在 柏林 科学 院 宣读 了 了 研究 声音 在 空气 中 传播 的 三 篇 论文 在 其 中 的 第 二 
篇 中 给 出 了 二 维和 三 维 的 波动 方程 ， 后 者 为 

人 

cp2 8X2 672 72， 
其 中 c 是 常数 ， X， 叱 2 是 空间 的 三 个 两 两 正 交 的 方向 ，v = 器 十 号 十 器 是 位 移 
(z, 岂 2) 的 散 度 ( z 、y 、z 是 波 在 X 、 了 、2 三 个 方向 上 的 位 移 分 量 ). 拉 格 朗 日 也 
研究 了 同样 的 问题 ， 得 到 的 结果 与 欧 拉 相 仿 ， 但 推导 的 细节 有 很 多 不 同 。 

丹尼尔 - 伯 努 利 、 欧 拉 和 拉 格 朗 日 写 了 大 量 的 关于 乐器 所 发 的 音调 的 论文 ， 所 涉及 的 乐 
器 有 长 笛 、 管 风 、 各 种 形状 的 喇叭、 小 号 、 军 号 等 等 . 

欧 拉 在 研究 铃声 和 杆 的 震动 时 得 到 过 四 阶 偏 微分 方程 ， 但 没 能 做 进一步 的 研究 . 

波 哇 松 和 黎 曼 对 于 一 般 的 三 维和 二 维 波 动 方程 的 初 值 问题 分 别 作出 解答 ,但 他 们 用 的 方 
法 不 同 ， 波 哇 松 用 的 是 球 坐标 ， 而 黎 曼 则 用 格林 定理 . 

2. 位 势 理论 . 位 势 理 论 是 在 研究 一 个 物体 对 于 一 个 质点 的 万 有 引力 过 程 中 产生 的 ， 所 说 
的 物体 形状 可 以 很 一 般 ， 密 度 也 可 以 很 不 规律 . 如 果 用 《, 7 表示 物体 内 的 一 般 点 在 空间 
直角 坐标 系 z- 久 z 下 的 坐标 ， 则 在 (z, y, z) 处 的 单位 质量 的 质点 所 受 的 万 有 引力 在 z 方向 
上 的 分 量 为 户 = 一 Jp 于 8d5dmd5 ,其 中 天 为 万 有 引力 常数 ，7 为 物体 在 点 〔, 7 0) 
处 的 密度 ，7 为 (z, 0 2) 到 (e, 7 6) 的 距离 。 质 点 所 受 的 万 有 引力 在 y 、 >z 方向 上 的 分 
量 为 亡 、 户 类 似 。 这些 积分 通常 是 算 不 出 来 的 。 可 以 同时 研究 这 三 个 分 量 。 为 此 只 要 令 


veya= /asanac 


则 有 茜 = 半 广 等 等 ， 了 (z, yz) 就 称 为 势 函数 . 这 个 势 函数 通常 也 是 无 法 用 积分 算出 
来 的 ， 但 是 了 (z, yz) 满足 偏 微分 方程 

人 

oz2 62 6z2 


这 个 方程 就 叫 作 位 梦 方 程 ， 也 叫 作 拉 普 拉 斯 方程 事实 上 丹尼尔 - 伯 努 利和 欧 拉 都 遇 到 过 
这 个 方程 . 拉 普 拉 斯 将 位 势 方程 用 球 坐标 表示 出 来 ， 将 Y 设 为 距离 7 的 负 方 宕 的 无 穷 级 数 
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( 每 一 项 的 系数 都 是 球 坐 标 中 的 两 个 角度 的 函数 )， 他 证 明了 这 些 系数 可 以 表 为 含有 勒 让 德 

的 球 函 数 的 三 重 积分 . 借助 于 勒 让 德 的 球 函 数 的 正 交 性 质 ， 就 可 以 计算 这 些 系数 ， 从 而 得 到 
Y .事实 上 拉 普 拉 斯 只 对 于 一 些 特殊 的 物体 计算 过 势 函数 。 

拉 普 拉 斯 认为 位 势 方程 也 适用 于 物体 内 部 ， 波 哇 松 纠 正 说 ， 在 物体 内 部 方程 的 右 端 不 是 
0 ， 而 是 一 4rp (后 来 高 斯 严格 地 证 明了 这 一 事实 )。 波 哇 松 将 位 势 理 论 用 于 静电 学 ， 推 导 
出 导体 表面 电荷 的 分 布 规律 .他 的 基本 原则 是 : 导体 内 部 任 一 点 处 的 静电 合力 为 0 。 

格林 (Green)(1793-1841) 是 自学 成 材 的 英国 数学 家 ,他 企图 完全 用 数学 的 方式 论述 天 
电磁 学 。 1828 年 他 出 版 了 一 本 私人 印刷 的 小 册子 《关于 数学 分 析 应 用 于 电磁 学 理论 的 一 
，， 纶 文 》， 其 中 的 主要 定理 是 : 设 /, Y 为 Z，V， 2 的 任 澄 两 个 连续 函数 ， 他 们 的 导数 在 

定 的 物体 内 的 任何 点 处 都 不 是 无 穷 ， 则 


Jarer JJJrasoer jj 六 


其 中 A 是 拉 普 拉 斯 算 子 , 即 AY = 储 * + 全 十 络 ，7 是 物体 表面 指向 内 部 的 
法 方向 ， du 是 体积 元 ， da 是 面积 元 .这 个 定理 也 被 俄国 数学 家 奥 斯 特 洛 格拉 德 斯 基 
(Ostrogradsky)(1081-1861) 独立 证 明 过 . 根据 这 个 定理 ， 格 林 可 以 用 了 在 物体 表面 上 
的 取 值 和 满足 一 定 条 件 的 容易 找到 的 函数 77( 即 所 谓 “ 格 林 函 数 * ) 来 确定 了 . 势 函数 的 存 
在 性 在 物理 上 是 不 成 问题 的 ， 严 格 的 数学 证 明 要 用 到 “ 狄 里 赫 勒 原理 "， 该 原理 说 ， 给 定 一 
个 闭 曲面 8 上 的 连续 函数 六 ， 风 在 8 的 内 部 区 域 7 和 外 部 区 域 7 上 痢 具 有 一 阶 连 续 导 
数 并 且 在 8 上 等 于 /的 函数 7 中 ,使 得 狄 里 替 勤 积分 J (( 骂 ) + ( 哇 ) + (如 ) )dv 
取 最 小 值 的 函数 必然 满足 位 势 方程 。( 这 个 原理 曾 因 积分 的 下 确 界 不 一 定 存在 而 被 质疑 ， 后 
来 希 尔 伯 特 给 出 了 严格 的 证 明 。 ) 


3. 热传导 方程 . 

傅立叶 在 研究 热 方程 的 过 程 中 建立 了 三 角 级 数理 论 ， 为 关于 波动 方程 的 初始 条 件 的 争论 
作 了 终结 . 

各 向 同性 的 物体 内 的 温度 了 作为 位 置 的 坐标 Z, yz 和 时 间 + 的 函数 满足 微分 方程 


687 687 67 ,57 
二 了 十 二 十 二 一 和 2 一 
DZz2 02 0z? 2 


此 方程 称 为 《三 维 ) 热传导 方程 ， 传 立 叶 解决 了 一些 特殊 热传导 问题 、 其 实 一 维 的 情形 就 已 
经 体现 了 传 立 叶 的 方法 。 他 假定 一 个 两 端 温度 为 0 绝热 状态 下 的 长 度 为 1 的 柱 轴 . 给 定 了 
4 = 0 时 的 温度 分 布 ， 求 时 刻 的 温度 分 布 ， 此 时 的 方程 为 

az2 有 
满足 边界 条 件 了 (0, 加 一 和 后 0) = jz) . 傅立叶 用 了 分 离 变量 
法 ， 令 了 (z, 昌 = 4(z)% (的 . 代入 原 方程 得 到 交合 = 多 只， 他 证 明了 这 个 比 信和 常数 ， 
记 为 和 于 是 有 %(z) = 0sin(VAKz + c)， 根据 边界 条 件 4(0) = 0 得 到 c = 0. 再 用 另 
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一 个 边界 条 件 %(1) = 0 就 知道 VA 必 是 藻 的 整数 倍 . 所 以 入 可 取 Xv = ( 弛 )  (z 为 


整数 ) . 由 于 消 为 指数 函数 ， 而 入 一 定 是 某 个 Xy ， 所 以 


隐 (z 胃 = 思 e- 黎 ) sin 一 


一 般 的 解 必定 是 了 (2; 奴 的 线性 组 合 (可 能 有 无 穷 多 项 ), 而 了 (2, 0) = jzZ) ， 所 以 必 有 


歼 丰 人 


jzZ) 三 光 Sin 二 


于 是 出 现 了 自然 的 问题 :jz) 能 表 成 三 角 级 数 吗 ? 久 能 确定 吗 ? 

傅立叶 动用 了 马克 劳 林 级 数 将 部 变 成 无 穷 多 个 可 以 递 推 求解 的 线性 方程 的 解 ( 这 里 他 用 
到 了 ./(z) 的 解析 性 ). 又 经 过 大 胆 的 推导 得 到 欧 拉 早 已 得 到 的 结果 及 = 二 三 jz)sin yzdz 
( 取 ! = 贡 ). 他 发 现 ; 镶 ( 作 为 积分 ) 的 存在 性 对 于 jz) 的 要 求 很 少 ， 所 以 他 断言 : 
j(z) 可 以 取 所 有 的 函数 。 这 又 回 到 了 丹尼尔 - 伯 努 利 的 观点 。 他 的 关键 性 的 观念 是 ， 不 管 
在 区 间 [0,1] 之 外 怎样 ， 在 这 个 区 间 内 他 的 三 角 级 数 总 是 等 于 /xz) 的 .事实 上 傅立叶 本 人 
从 未 证 明 过 jz) 的 任意 性 。 他 的 观念 很 快 被 波 哇 松 所 采纳 . 

4. 偏 微分 方程 组 . 一 阶 偏 微分 方程 组 最 早出 现 于 欧 拉 关于 流体 动力 学 的 研究 中 . 对 于 理 
想 的 (无 务 性 的 ) 可 压缩 或 不 可 压缩 的 流体 的 流动 ， 根 据 牛 顿 第 二 定律 ， 欧 拉 得 到 了 由 三 个 
一 阶 偏 微分 方程 组 成 的 方程 组 . 

19 世纪 对 于 科学 和 技术 带 来 巨大 冲击 的 最 壮观 的 胜利 就 是 麦克 斯 韦 (Maxwell)(1831- 
1879) 在 1864 年 发 现 的 电磁 学 规律 ， 该 规律 是 由 四 个 一 阶 偏 微分 方程 组 成 的 方程 组 ( 称 
为 麦克 斯 韦 方程 ) 导出 的 .这 四 个 方程 将 电场 强度 、 磁 场 强度 、 介 电 系 数 、 磁 通 率 、 电 核 密 
度 以 及 时 间 和 空间 坐标 联系 起 来 .麦克斯韦 预言 了 电磁 波 的 存在 ， 并 推断 出 电磁 波 以 光速 伟 
播 ， 他 还 认为 光 是 一 种 电磁 波 . 不 久 趟 效 在 实验 室 中 制造 出 了 电磁 波 . 这 是 理论 走 在 实际 前 
面 的 罕见 的 实例 ， 是 数学 推理 的 可 靠 性 的 一 个 有 力 见 证 . 


